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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Za pomocg szeregow
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metody dyskretne

Metoda wspotczynnikow
nieoznaczonych
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Metoda tamanych Eulera

(metoda jednego punktu)

Metoda kolejnego rdzniczkowania

Ulepszenia metody Eulera

Picarda

Metoda kolejnych przyblizen

Wzory Rungego - Kutty

Metody wielokrokowe
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Dyskretne metody rozwigzywania
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Rozpatrujemy rownanie rozniczkowe rzedu pierwszego wraz
z warunkiem poczgtkowym

y'=F(X,¥), ¥(X)="Yo

Zaktadamy, ze:

Gf Funkcja F(X,y) jest ciagta i ograniczona w pewnym obszarze
‘ ptaskim €.

G Funkcja F(X,y) spetnia w tym obszarze warunek Lipschitza
wzgledem zmiennej Y, tzn. ze istnieje taka liczba K, ze dla
wszystkich par punktow

P(x,y.), R(X,Y,)

nalezacych do obszaru €2 spetniona jest nierownosc:

‘ F(X’ y1)_ F(X’ yz)‘< K(yl_ yz)
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Metoda Eulera
(metoda ftamanych)
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Polega na przyblizonym rozwigzaniu rownania:

y(xi+1) =Yia =Y, +Xi_‘:l F [X’ y(X)]dX

Funkcje F(X, y) traktujemy na odcinku [X;, X; , {] jako statg i rdwng
wartosci F w punkcie (X, Y;):

X

[F[xy()]dx=hF(x,y), h=x,-x

X
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Ostatecznie otrzymujemy wzor rekurencyjny w postaci:

Yiia =Y +hi F(Xi’ Yi), y(Xo) =Y,
da1=0,1,...,n

Pochodna Y’ zostata zastgpiona ilorazem roznicowym

(yi+1_ Yi)
h.

czyli krzywgq catkowg na odcinku [X;,X; , ;] aproksymuje sie odcinkiem
stycznej do niej przechodzacej przez punkt (X;, Y;)-
Zwykle przyjmuje sie, ze

h. =const =h
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Interpretacja geometryczna metody tamanych Eulera
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Ulepszenia metody famanych
( prerwsze ulepszenie )
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Pierwsze ulepszenie metody tamanych polega na przyjeciu
nastepujgcego zatozenia:

Styczna do tuku A (X;, Vi), B (X, 1, Yi+1) W punkcie o odcietej

X* = (X; + Xi,1)/2 jest réwnolegta do cieciwy AB .
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

- >
X, X X, X

Interpretacja geometryczna pierwszego ulepszenia metody
tamanych Eulera
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Dla rozpatrywanego przypadku stosujemy nastepujgce wzory:

X = ;(xi +%41)

* 1
Y =Yi+ hE(x.yi)
m*: F(X*’y*)

Yit1 = Yi +h m*
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Ulepszenia metody famanych
( drugie ulepszenie )
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Drugie ulepszenie metody tamanych polega na przyjeciu
nastepujacego zatozenia:

Wspotczynnik kierunkowy siecznej AB jest Srednig arytmetyczng
wspotczynnikow kierunkowych stycznych w punktach A i B.

W

Metoda ta nazywana jest tez metoda Eulera — Cauchy’ego.
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

- >
X, X X

Interpretacja geometryczna drugiego ulepszenia metody
tamanych Eulera
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Dla rozpatrywanego przypadku stosujemy nastepujgce wzory:

X =Xi.;=X+h

y*=Yi+h F (%, Yi)
*_ * *\

m _F(x Y

1 x
Yi+1=Yi+§h F (X, y;)+m ]

Gliwice 2006
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

PRZYKLAD:

Za pomocg metody Eulera oraz jej ulepszen rozwigzac réwnanie
y'=x+y

z warunkiem poczatkowym Xg =0, Yo =1, przyjmujach =0.1

Rozwigzanie dla prostej metody Eulera:

Korzystamy ze wzoru rekurencyjnego:

Vi =VYi +hi F(G,Yi), y(X0)=Ye, 1=0,1,...,n
z ktérego wynika:

Yier =Yi t0.1-06+Y;), %=0, yp=1
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Obliczamy:

X=X +h=01 vy =ys+h(Xg+Yy)=1.1
Xo=%+h=02 y,=Yy,+h(x+Yy,)=1.22 X=0 Y - 1
0.1 1.1
itd. 0.3 1.362
178 | 0.4 1.528
J 0.5 1.721
o 0.6 1.943
9081 S 0.7 2.197
y ° 0.8 2.487
000 39 $ = - 0.9 2.816
%) s 1 3.187
260l & | 1.1 3.606
¢ 1.2 4.077
| 1.3 4.605
L5 ] 2 1.4 5.195
X, 1.5 5.854
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Rozwiazanie dla pierwszego ulepszenia metody Eulera:
Dla warunku poczatkowego: X =0, yg =1

obliczamy

? pierwszy krok

« 1 * 1
X =§(x0+x1):0.05 y :y0+§h(xo+yo):l.05

m=x +y =11 Vi =Yyo+hm =1.11
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Gf drugi krok

X, = 0.2
« 1 * 1
X =§(x1+x2):0.15 y =y1+§h(x1+y1)=1.1705

m =X +y =1.3205 y,=y;+hm =1.24205 id.

yl =
0 1
11.78 T T T 0.1 1.11
0.2 1.242
0.3 1.398
9.08[— = 0.4 1.582
0.5 1.795
yl; 0.6 2.041
AAA g 3o = 0.7 2.323
ﬂ 0.8 2.646
0.9 3.012
369 — 1 3.428
1.1 3.898
1.2 4.428
1 ' | | 1.3 5.024
0 0.5 1 1.5 2 1.4 5.693
x1;,s 1.5 6.443
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Rozwigzanie dla drugiego ulepszenia metody Eulera:
Dla warunku poczatkowego: X =0, yg =1

obliczamy

? pierwszy krok

X =X =%X+h=01 y =y, +h(X,+Y,)=1.1

m=x +y =12 y1:y0+;h(x0+yo+m*):1.ll
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych
[ ﬁ
G = drugi krok
v J

X =X, =X+h=02 y =y, +h(x +y,)=1.231

m=x+y =1431 vy, =y, +;h (X + Yy, +m ) =1.24205

itd.
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Rozwigzywanie rownar rozniczkowych

Whnioski:

Metoda tamanych (Eulera) jest najprostszg metodg
C _;f "~z grupy algorytmow dyskretnych.

Zmniejszenie kroku h istotnie polepsza doktadnosé

metody tamanych, przy czym nalezy pamietac, ze

CF nadmierne zmniejszenie kroku daje efekt odwrotny do

- spodziewanego. Niestety literatura nie podaje regut

doboru optymalnego kroku catkowania - najczesciej
stosuje sie ,,metode prob”.

Korzystanie z ulepszen metody tamanych daje wyniki
C _;f " nieporéwnywalnie lepsze.
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